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1. Magnitudes fisicas escalares y vectoriales. Vectores

+ Las magnitudes fisicas pueden ser escalares o vectoriales:

* Magnitudes escalares cuando quedan definida con un nimero, resultado de la medida, y
la unidad correspondiente.

*+ Son magnitudes escalares: masa (5 kg), temperatura (34°C), tiempo (3s),
densidad, intensidad de corriente, resistencia eléctrica, etc.

* Magnitudes vectoriales cuando ademas de su valor numérico y su unidad necesitan, para
quedar determinadas, una direccién y un sentido

+ Las magnitudes vectoriales se representan mediante vectores, que son segmentos
orientados que quedan definidos por:

Direcciodn: corresponde a
la recta (directriz) sobre la que

Moédulo o intensidad: valor F = ca
se dibuja el vector.

de la magnitud en la unidad elegida. \

Sentido: el dela
punta de flecha

Punto de aplicacion: a
partir del cual se dibuja el vector.

* Los vectores se nombran mediante letras con una flecha encima.
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2. Vector unitario o versor

« Siun vector A lo dividimos en tantas partes como indica su médulo A se
obtiene otro vector u, que tiene su misma direccién y sentido pero de

maédulo la unidad. _
« Alvector U, selellama VECTOR UNITARIO O VERSOR del vector A

Todo vector tiene su
correspondiente vector
unitario o versor:

A
A

e Cualquier vector se puede expresar de la forma: A=A.U,
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3.1 Descomposicién de un vector en el plano

* Todo vector puede descomponerse en sus dos componentes cartesianas,
perpendiculares entre si, que llevan las direcciones de los ejes x , y

Q|

/ o siendo 1, ] vectores unitarios

en las direcciones de los ejes x,y

_ / 2 2
e moédulodelvectord : A= ax +ay

al
e cosenos directores del vector & : COS& =——" cos ff=—
a a
* Un vector queda determinado mediante: |
* Sus dos componentes *  Su mobdulo y al menos un coseno director
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3.2 Descomposicién de un vector en el espacio

* Todo vector puede descomponerse en sus tres componentes cartesianas,
perpendiculares entre si, que llevan las direcciones de los ejes x , y, z

z e Componentes del vector: |
a a=a,+a,+a,=a,ld +a,j+ak
A
a. e modulo del vector: |
. 2 2 2
a= \/ax + ay + az
< u
k /4 a’ e cosenos directores:
o B Y
N i H v cos o =—=%
A, o~ a
a, a,
cOS ﬂ =2 COoS Yy =———
a a

e Se cumple el Teorema fundamental de

la trigonometria:
I cos’ a+cos” B+cos” ¥y =1
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3.3 Descomposicién de un vector en el espacio

* Un vector queda determinado mediante: e Sus tres componentes:
, la,.a,.a,]
a

3 1

— _ 2 2 2
a a— \/ax + ay + a,
k u a a a
7 a | cosa=—=* cosf=—L cosy=—>+
Yo y a a
_ y
3 I (04 e Su moédulo y dos de sus angulos:
X
@il a, cosa,cosﬂ]l E@
a =acosa @ ,=acosff @, =acosy
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4.1 Suma y diferencia de vectores

+ Lasuma de dos vectores concurrentes es otro vector que se obtiene, graficamente,
trazando la diagonal del paralelogramo formado a partir de los vectores sumando:

* Vectores perpendiculares: * Vectores no perpendiculares: |

A

Q|

S
= .
b
« médulo: S=+/a°+Db? S:\/a2+b2+2abcosa

e En este caso, es mas util, descomponer los
e direccion: o =arcCc tg — vectores en sus componentes perpendiculares
y realizar la sumas parciales segun los ejes x , y

. El vector suma es la suma vectorial de ambos vectores | S=a-+ b |
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4.2 Suma y diferencia de vectores

e Para sumar varios vectores concurrentes - Diferencia de vectores:
se hace uso de la regla del poligono:

e Para restar dos vectores, se
suma al minuendo el vector
opuesto del sustraendo:

a
o
_— —
—b b
S=a+b+c| d=a-b=d+(-b)|
e La suma de vectores cumple las propiedades:
« Conmutativa | * Asociativa |
a+b=b+a Ss=a+b+c=a+(b+0)
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4.3 Suma y diferencia de vectores en funcion de sus componentes

* La expresién de un vector en funcién de sus componentes cartesianas nos
permite realizar sumas y restas con gran facilidad:

e Sean los vectores: a=a T—|—a T-l—& k| sz T+b T-l—b k

e El vector suma:

|I
Ul
/\
l
_|_
QD
<
—
+
QD
~
~
+
—~
O
x_
_|_
o
o
+
O
~
~

s=(a,+b, )i +(a,+b, )] +(a, +bZ)IZ|

e El vector diferencia:

d—-b=a+(-b) =(aXT+ayT+aZE)+(—bXT—byT—bZE)

—

d

d =(a,~b,) +(a,~b,) J+(a, ~b,)K|
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5.1 Producto y cociente de un vector por un escalar (numero real)

- Dado el vector a y el escalar n (nimero real), se define su producto como
otro vector que tiene la misma direccién, sentido igual u opuesto (seguin sea
el escalar positivo o negativo) y cuyo médulo se obtiene multiplicando el
modulo del vector por el escalar

« Para dividir un vector A por el escalar n 3
(namero real), se multiplica dicho vector C=—=—a
por el inverso de n n
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5.2 Producto escalar de dos vectores

+ Dado los vectores d Y b se define producto escalar como el niimero que
resulta de multiplicar el médulo de cada uno de ellos por el coseno del
angulo que forman:

_ ab
*  Producto Escalar | ab=ab.cosa — CoOsax =——

2
o

—

e Silos vectores son perpendiculares: c0s90=0 = é.b =

e Silos vectores son paralelos: cos0=1=ab=ab (méx)l

=b.a
6):6

Ul

e Propiedad Conmutativa:

proya. p

+Cb

QJl
QJl

e Propiedad Distributiva: (

¢ Producto escalar en funciéon de sus componentes: |

—

ab=(ai+aj+ak).(bi+bJ+bk)=ab, +ab +ab,

e Puesto que: T,T:T,T:EIZ | i.j= ]IZ ki =
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5.3 Producto vectorial de dos vectores

* El producto vectorial de dos vectores a y b es otro vector que tiene por:

Producto Vectorial: |

. axb=p
B
h
(84
a

e Interpretacion geométrica |

e El moédulo del producto
vectorial es el AREA del
paralelogramo construido
sobre los vectores:

| B|=absena =ah = AREA
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e Moddulo:

e Direccion:

e Sentido:

Si los vectores son
perpendiculares:

Si los vectores son
paralelos:

No cumple propiedad conmutativa:

Propiedad distributiva:

‘axﬁzabsena

Perpendicular al plano formado
por ambos vectores.

“Regla del sacacorchos” girando
el primer vector sobre el segundo
por el camino mas corto.

sen90=1= axb =ab

sen0=0=> axb =0

XB?’—'BX

D,
jab!

Oy

ax(a+6):6xa+ex
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5.4 Producto vectorial en funcién de sus componentes

¢ Producto vectorial de dos vectores en funcion de sus componentes: |

—

axb :(aXT+ayT+aZIZ)x(bXT+byT+bZIZ)=

e Hemos tenido en cuenta que:

TXTZTXTZEX'Z:Ol

x ] =k; Jxk=T;

~l

- -
><I=j|

~ |

Jxi =-k;

xi:—f;fxl?z—j?l

—

=abk-ab,j-abk+abi+abj-abi

Xy

e Resolvemos el determinante formado por:

i
axb =

X

ik
a, a,|=
b, b,

X
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e Es un vector
que tenemos
que ordenar

=[ab,-ab, |T-[ab,-ab]j+[ab -ab [k
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6.1 Momento de un vector respecto de un punto

+ El momento de un vector A con respecto a un punto 0O, se define como el
producto vectorial del vector I' por el vector A .

e  Vector Momento

0 N
r'sena’ =.d

\
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e Moédulo:

|m|=rasena = ad
e Direccion: Perpendicular al plano formado
por ambos vectores.

e Sentido: “Regla del sacacorchos” girando
el primer vector sobre el segundo
por el camino mas corto.

— P——
e Elmomento Tho cambia cuando el vector ke
desplaza a lo largo de su directriz, puesto que:

|m|=rasena =r'asena’ = ad
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7.1 Derivada de un vector respecto de un escalar

« Seaunvector I que depende de un escalar t (tiempo): I =T (1) .

« El vector T puede variar, en médulo, direccién o en ambos, con el tiempo.

r(t) AF

F(t+At)

y

En la figura se cumple:

AT =T (t+At)—T(t)

Dividiendo, la expresion anterior por At y hallando el
limite cuando el tiempo es muy pequeiio (tiende a cero):

p AT F(EEAD -F(t) _ dF
At dt

At—0 At At—0
* Vector Derivada

e La derivada de un vector respecto de un escalar es otro vector:

e Direccion: la tangente a la curva
que describe el extremo del vector

e Sentido: el que corresponde a
la variacion del vector
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e Componentes: las derivadas de sus
componentes respecto del escalar t:

dr drx - dry - drz e
—=—21+—=]+-2k
dt dt dt dt
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7.2 Consecuencias de la derivada de un vector

+ Casos particulares:

e Elvector il tiene médulo constante y direccion variable | dF
r

* El extremo del vector describe
una circunferencia, por tanto:

e EIl extremo del vector describe
una linea recta, por tanto:
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7.3 Consecuencias de la derivada de un vector

+ Caso general:

r=ru,

e La expresion de un vector es de la forma : |

dr dr_  dG,

e Al escribir su derivada, respecto de t, se observa

que se obtienen dos términos (vectores): dt - E U, + dt
ar d

z dt r . df—' e EIl primer término es un vector _rl]’

N — en la direccién del vector r: dt '
_ > dt

r A -

dur o El segundo término es un vector en r dUr

U dt la direccién perpendicular al vector r: dt

o) r
y
X

El vector derivada, que es tangente a la curva que describe el extremo de r, se puede
descomponer en dos vectores: uno en la direccion de r y otro perpendicular a r.

e Todos los Ur son iguales en médulo, : dUr J_ U

si varian, describen circunferencias : dt r
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7.4 Derivada de un vector: sumas y productos

- Los vectores d Y b dependen del mismo escalar t, podemos calcular:

e Derivada de un vector: |

dz d (aXT+ayf+aZk) da . _ di da . da,. da -
—= =—*l+a,—+..= I + J+—=2k
dt dt dt dt dt dt dt
e Como T, T, IZ son constantes en moédulo y direccion: d—l = d—J = % =0
dt dt dt
d(a+b = db
* Derivada de su suma: | u = d_a+@
dt dt dt
d(a-b) g5 - )
* Derivada de su producto escalar: | ( ) = d_a b+a @
dt t t
d(axb 5 N
* Derivada de su producto vectorial: | ( ) = d_ax b+ gx_b
dt dt dt
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7.5 Derivacién de sumas y productos

+ Dados los vectores que se expresan a continuacion:

a=t7-tj+(2t+1)k
e Calcularparat=1:

dd da, -
e A — = I +
dt dt dt dt

db db, - db, - db -

b=(2t-3)i +]-tk

e B — =—2Xj j+—21k =2i -k

dt  dt dt © dt

c d(é-ﬁ) d§~*dq_ oL - LTt
0 " :—t-b+aa_(2t|—1+2k)-[(2t 3)|+J t]+
[T -G+ (2t+1)k |- (27 -K) |, ==6
il 5 db
[axdtj da db _ d’b i} } )

- D) T:d_?XEJ’aXF: (27 = J+2K)x (27 =K ) =T +6] +2k
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8.1 Operaciones diferenciales

GRADIENTE e Vector gradiente u operador diferencial nabla, es un operador
vectorial que se define mediante la expresion:

grad =v =| i+ j+ 7k
ox oy~ 01

El gradiente es un vector que aplicado a una funcion escalar la transforma en una funcion
vectorial:

Vector Gradiente

e Funcion escalar | e Funcion vectorial |

* Sea la funcién escalar F (x,y,z) , el grzld F_VE- oF T+5F J?+5F K
gradiente de esta funcion es el vector: oy oz
o Ejercicio: Hallar el gradiente de la funcion escalar F = 2xy? — 3yz?-en el punto (2, 1,-1).
- g e > - - —
VF=2y%i +(4xy—322) j—6yzk =2i +5j+6k
Vector gradiente en el punto (2, 1, -1)
e El vector gradiente indica la direccion en que es maxima la variacién por unidad de longitud de
la funcién F.
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8.2 Operaciones diferenciales

... GRADIENTE

Si calculamos el gradiente en un punto de un mapa de isobaras ( lineas de igual presion),
obtenemos un vector que nos indica la direccion en que es maxima la variacion de la presion:

Su médulo sera tanto mayor cuanto mas juntas estén las isobaras.
Su direccidn es la de la maxima pendiente.
Orientado en el sentidd ctecienté de1as-isobaras’yperpendicular a las mismas.

o e
T
=

En el mapa de isobaras de la *
figura, nos fijamos en los
puntos A, B y C definidos por __
sus coordenadas y a los que les
corresponden valores de .
presion, y dibujamos en esos A
puntos los correspondientes ’
vectores gradiente.

© Inatityto Necions| déMeo DG
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8.3 Operaciones diferenciales

e Divergencia se define como el producto escalar del operador nabla
por una funcién vectorial:

2 = - _’ = - — 0’\/
div\7=V-\7| =[é) Pl J+0ﬁ’ kj-(VX|+VyJ+VZk) :(WX + y+5\/zj

+ DIVERGENCIA

ox Jdy 01 ox Jdy 01

o El operador divergencia transforma una funcion vectorial en una funcién escalar:

« FUNCION VECTORIAL | Divergencia e FUNCION ESCALAR

e Ejercicio: Hallar la divergencia, en el
punto ( 2, -2, 1), de la expresioén vectorial:

V =2xyzi —x*22 ] +2y’zk

G =v.V = | L7+ 2 j+ 7k -(2xyzf—x222]+2y3zIZ):
ox o0y 01 X
=2yz+2y' =—4-16=-20

e Sila funcién vectorial representa un flujo de materia, la divergencia indica como varia ese flujo
de materia (diferencia entre la que entra y sale) en las tres direcciones correspondientes a los
ejes de coordenadas cartesianas, es decir, por unidad de volumen.
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8.4 Operaciones diferenciales

e Rotacional se define como el producto vectorial del operador

* ROTACIONAL | nabla por una funcion vectorial:

i ik

= - = 5 = ﬂ - é’ — - - = é) 0’7 0’)
= = —I+—J+—k | x(V, 1 +V, J+V, k| =

V, Vv, v,

e El rotacional de un campo vectorial indica la tendencia a rotar del campo. Es decir, es un
campo igual al aumento lateral del campo original por unidad de longitud. Se orienta segun la
regla de la mano derecha.

e Ejercicio: Hallar el rotacional de la funcién vectorial V=227 - xyzz T-}-Zyzzz IZ en el
punto (2,1,-1).

L I A T (A N )
rotV =VxV = —~ v | dy 1 |i -| dx A1 |j+|ox dy [k
e -xy'z 2y'7 Xyz e xz 27 2z’ -xy

:(422y+Xy2) i+6x2’ j-y'zk = 6 P+12]+k

e Valor del rotacional, en el punto (2,1,-1)
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9.1 Calculo vectorial. Ejercicios

1. Dado el vector A=4i+3]+6k calcular: a) sumddulo, b) los angulos que forma con los ejes de
coordenadas y c) su vector unitario o versor.

2. Dados los vectores A=3i+4]-5k y B=—i+2]+6k calcular: a) sus longitudes, b) los cosenos
directores del vector B, c) los vectores suma y diferencia, d) su producto escalar, €) el angulo
formado por ambos y f) su producto vectorial.

3. Hallar el momento del vector A = —7T+llf+ k cuyo punto de aplicacién es O'(3,5,2) respecto
del origen de coordenadas.

4. Dados los vectores Hallar el momento del vector A 1,2,0) y B(2,1,1), calcular el angulo que
forman y un vector perpendicular a ambos de longitud 2.

5. Dados los vectores A=3T—2T y B= i—2] , calcular su producto vectorial y comprobar que
este es perpendicular a los vectores dados.

6. Los vectores A (6,0,0) y B (4,2,0) , son los lados de un paralelogramo. Calcular su area.

7. Un vector M tiene su origen respecto de un cierto sistema de referencia el punto m, (-1,0,2) y de
extremo el punto m, (2,-3,0), calcular: a) las componentes del vector, b) su mdédulo y sus cosenos
directores, c) el vector unitario de M . Sea otro vector i de modulo 5 y cosenos directores
proporcionales a (3,4,0), calcular, d) el angulo que forman los vectores m y i , e) el area del
paralelogramo que forman dichos vectores y f) m + i, | m+n| , | rﬁ| , | ﬁ| y 21

8. Dada una fuerza F =27 -3]+k (N) aplicada en el punto 7=37-7j (m) ., calcular: a) el
momento de la fuerza respecto del origen y b) el momento de la fuerza respecto del punto (1,1,-2).

9. ¢ Qué diferencia existe entre las potencias escalares y vectoriales de un vector?.

10. Si un vector tiene modulo constante, su derivada puede no ser nula. Explicalo y cita un ejemplo.
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9.1 Calculo vectorial. Ejercicios

11. Dados los vectores A=t’T-t]+(2t+1)k y B=(2t-2)i +j -3k , calcular para t =1
las siguientes expresiones: d A/dt, dB/dt, d/dt(A-B), d/dt(AxdB/dt)

12. Hallar la expresion analitica del vector velocidad y del vector aceleracién y calcular los
modulos de ambos vectores cuando una particula se mueve a lo largo de la curva de ecuaciones:
x =3 cos2t,y=3sen2t y z=5t.

13. Indica de la siguiente lista que magnitudes son escalares y cuales vectoriales: masa, peso,
calor especifico, trabajo, longitud, potencia, energia, presion, velocidad, intensidad de campo
eléctrico, intensidad de corriente eléctrica, intensidad de luz, tiempo, temperatura, densidad,
aceleracion y cantidad de materia.

14. Un objeto se mueve en un cierto instante con una velocidad de 120 km/h formando un angulo
de 30° con la horizontal. Expresa el vector velocidad en funcion de sus componentes vertical y
horizontal.

15. Un barquero esta remando sobre su barca queriendo mantenerse siempre perpendicular a la

orilla del rio y cruzarlo con una velocidad media de 36 km/h. Con qué velocidad ha de impulsar la
barca y en qué direccion si el agua del rio fluye con una velocidad de 9 km/h?.
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